Correction du devoir maison n°9

Soit (P, )nen la suite de polynoémes définie par :

Py=1
P1:2X
VneN, P,oo=2XP,.1— P,
1. On a:
P,=4X?—-1
Py =8X3%—4X

Py =16X*—12X2+1=16(X* - 3Xx2+ 1)
Par ailleurs, les racines du polynéme @ = Y? — §Y + i sont 3+\/5 ot 3—\/5‘
D’ou Q = (Y — 3%/5)(3/ 3= \[) ce qui permet d’avoir Py = 16(X2 3+8*/5)(X2 — 3=/5)

Done Py = 160X —/5)(x +/55) (x — /525) (x 1 /=55), 8

2. On le démontre par récurrence, a ’aide d’une récurrence double.
Vn eN, P(n) : "deg(P,) =n"
e Initialisation : On a bien deg(Fp) = 0 et deg(P1) = 1 donc P(0) et P(1) sont vraies.
e Hérédité : Supposons qu'il existe un rang n € N pour lequel P(n) et P(n + 1) soient vraies.
P,io=2XP,11 — P, donc deg(P,12)=deg(2X P11 — Py).
Or, par hypothese de récurrence et regle sur le degré d’un produit,
deg(X P,11) =n+2 et deg(P,) = n.
Ces deux polyndémes sont de degré différent
d’ot deg(2X P, 1 — P,) = max(deg(X P11, deg(P,)) = n + 2.
On a bien montré P(n + 2).
e Conclusion : On a donc démontré que Vn € N, deg(P,) = n.

Pour le coefficient dominant, on fait une récurrence également (on a besoin de connaitre le degré
avant de parler du coefficient dominant).

Vn € N, P(n) : 'le coefficient dominant de P, est 2"

e Initialisation : Pour n = 0, on a bien Py, = 1 donc P(0) est vraie.
Pour n =1, on a bien P, = 2X donc P(1) est vraie.
e Hérédité : Supposons qu’il existe un rang n € N* pour lequel P(n) soit vraie.
Par hypothese de récurrence, P, = 2" X" + ... donc P41 = 2X(2"X" + ...) + P,_1.
Or, deg(P,_1) = n—1 donc le coefficient dominant est donné par le polynéme 2X P, ce coefficient
dominant est donc 271
Donc P(n + 1) est vraie.
e Conclusion : On a donc démontré que Vn € N, le coefficient dominant de P, est 2".

3. Pour la parité, on fait une récurrence également.
Vn €N, P(n) : "B, est de la parité de n'

e Initialisation : Pour n = 0, on a bien P, = 1 pair donc P(0) est vraie.
Pour n =1, on a bien P; = 2X impair donc P(1) est vraie.

e Hérédité : Supposons qu’il existe un rang n € N pour lequel P(n) et P(n + 1) soient vraie.
On & Prra(—X) = 2-X Py (= X) = Po(=X) = (—1)" (2X Py 1y (X) — Py(X)).
Donc P(n + 2) est vraie.

e Conclusion : On a donc démontré que Vn € N, P, est de la parité de n.
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4. Soient n € Net t € R.
(a) On a:
sin((n + 2)t) = sin((n + 1)t + t) = sin((n + 1)t) cos(t) + sin(t) cos((n + 1)t).
sin(nt) = sin((n + 1)t — t) = sin((n + 1)t) cos(t) — sin(t) cos((n + 1)t).
D’ou, en sommant les 2 égalités ci-dessus sin(nt) + sin((n + 2)t) = 2 cos(t) sin((n + 1)t).
(b) On le démontre par récurrence sur n, a 'aide d'une récurrence double.
VYneN, P(n) : "sin((n+ 1)t) = sin(t)P,(cos(t))."
e Initialisation : Pour n = 0, Py = 0 donc on a bien sin(t) = sin(t)FPy(cos(t)) donc P(0) est
vraie.
Pour n =1, P, = 2X d’ou sin(2t) = 2sin(t) cos(t) = sin(t) Pi(cos(t)) donc P(1) est vraie.
e Hérédité : Supposons qu’il existe un rang n € N* pour lequel P(n — 1) et P(n) soient vraie.
On a

sin((n + 2)t) = 2cos(t) sin((n + 1)t) — sin(nt)
. 2 cos(t) sin(t) P, (cos(t)) — sin(t) P,_1(cos(t))

= sin(t) (2 cos(t) P, (cos(t)) — P,_1(cos(t)))
= sin(t) Py41(cos(t))

On a bien montré P(n + 1).
e Conclusion : On a donc démontré que Vn € N, Vt € R, sin((n + 1)t) = sin(t) P,(cos(t)).

5. Soit n € N*. Pour k € [1,n], posons t = d’apres la question précédente :

+1’

sin(km) = sin (li) P, (cos ( k—fl))
n n
—_——

£0

d’ou Vk € [1,n], P, (COS( kr )) = 0.

n+1
Le polynéme P, est de degré n, il posseéde donc au plus n racines.

On a donc trouvé toutes les racines de P, : {cos ( ) kell, n]]}

i k
D’oﬁPn:2"H<X—COS< T ))
Paie n+1

6. Nous avons deux expressions pour les racines de P, que 'on écrit par ordre croissant :
_\/3+\/3 _\/3—\/5 \/3—\/5 \/3+¢5
8 7 8 7 8 7 8

4 37 27 s
{cos () , COS () , COS () , COS ()} .
) 5 ) 5)
Donc cos (%) =/ 3+8“/5, cos (%”) = 3’8‘/5, cos (%’r) = —\/3’T‘/5 et cos (4%) = — ?’ﬂf\/g

7. Soit n € N*. On pose p, = H cos (nk—fl)
k=1

et

(a) D’apres la relation de base : Vk € N, Py,2(0) = —P;(0). Or Py(0) =1 et P;(0) = 0.
D’ot, si n est pair, P,(0) = (—1)2 et si n est impair, P,(0) = 0.

(b) Soit p, le produit des racines du polynémes scindé P, = a, X™ + ... + aq.
On a que a9 = P,(0) et a,, = 2".

(-1)% . .
Par ailleurs, p, = (—1)”%2, d’ou p, = { 5n— Sl n pair,

0 sinon.

On a py = 005(5)005( )Cos(5>cos(4”) = w = g% = % ce qui est bien en
adéquation avec la formule trouvée ci-dessus.
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8. Soit n € N.
(a) Pour tout t € R, on a :
sin((n + 1)t) = Im(e'™ D)
=Im ((Cos(t) + isin(t))”“)

~Im (Ti‘l i (“ " 1) cos™ 1 (1) sind (t))

J=0 J
% R+l +1-2k—1 2k+1
=> (1) ( >cos” () sin®tT(t)
Z 2%k + 1
l5]
2 n+1
sin(t) (1,1 ) eos #0101 = o)
L J n+1 o
(b) Posons Q, = <2k+1>X” XHk e R,[X].

On a Vt €0, 7T[ sm( )P, (cos(t)) = (n+ 1)t) = sin(t)@Q,(cos(t)).

Or sin ne s’annule pas sur |0, 7|, d onc Vt €)0, [, Pu(cos(t)) = Qn(cos(t)).
Dou Vz €] — 1,1, P,(z) = Qn(x).

On en déduit que P, et (), coincident sur une partie infinie de R.

l5]
2 n+1
D’oil Pn — Qn — Z(_l)k< )Xn—Zk(l . X2)k
= 2% + 1

Ona Py = (3)X1— (5)X2(1 - X2+ (3)(1 - X2)? = 16X* — 12X2 + 1.
Ce résultat est bien en adéquation avec la premiere question.

9. Soient deux entiers naturels n et m. On considere 'intégrale suivante :

Lym = /1 P,(x) Py(z) V1 — 2% dx

-1

On utilise un changement de variable % : t = Arccos(z).
0
Lym = / P,(cos(t)) Py (cos(t)) /1 — cos?(t) (—sin(t))dt

_ / " sin(t)| By (cos(t)) sin(t) P (cos(t)) dt
_/ sin((n + 1)t) sin((m + 1)t) dt

2/ cos((n —m)t) —cos((n+m + 2)t)dt
sin((n+m+4-2)t) 17 T -
Q[t—i(fl:;n;;))]():gmn:m

%[Sin(&;zn)t) - Sin(ﬁm?)t)]g = 0 sinon.
-1,1] - R

x —  P,(x)

et elle atteint ses bornes. De plus, on peut montrer par récurrence que :

10. Soit n € N, la fonction f, : est continue sur un segment, elle est donc bornée

Vit € R, sin((n+ 1)t) < (n+ 1) sin(t).

On en déduit que : Vo €] — 1,1], f,(z) < n+ 1. De plus, f,(1) =n+1=(=1)"f.(—1).
Donc f,, admet un maximum n + 1 atteint en 1.
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